MAT2456 - Calculo Diferencial e Integral para Engenharia IV
20. Semestre de 2020 - 1a. Lista de exercicios

I) Para cadan €N, seja a,, = (1 + %)n

bn—l—l o an—l—l
b—a

b) Deduza que b"[(n + 1)a — nb] < a™*!, para todos n € Ne a,b € R com 0 < a < b.

a) Mostre que se a,b € Re 0 <a < b, entao < (n+1)b".
c)Usea=1+4+1/(n+1)eb=1+1/n na parte b) para demonstrar que (ay), ¢ crescente.
d) Use a =1eb=1+1/(2n) na parte b) para demonstrar que ag, < 4, para todo n € N.
e) Use as partes ¢) e d) para concluir que a,, < 4 para todo n € N. Conclua, usando também c) que o
limite lim (1 + %)n existe.

n—oo

IT) (Teorema do Confronto) Sejam (an)nen € (bn)nen sequéncias convergentes para a € R. Seja (¢, )nen outra
sequéncia para a qual existe N € N tal que a,, < ¢, < b, para todo n > N. Prove que (¢,)nen converge
para a.

III) Decida se cada uma das sequéncias abaixo é convergente ou divergente, calculando o limite no caso

convergente.

]') 07%’%7%’%7%7%’ 2) 17%717i’17é’1’ 167"'

1
SFEE i o= (14 1)}
5) o = b2 2 6) an = 253
7 an=vn+1—+n 8) an:Zi—E B”
g)an_%_% 10) ap, =n(vn?+1—n)
11) ap = =52 12) a, = sinn; b, = sin(n); ¢, = sin (%)
13) an, = 27g+si111n 14) a, = (n(+3);)'nl

n—+ n+
15) ap, = Vn? +n 16) a, = "Ziznﬁ!)
17) an = g 18) an <Q—ﬁ)
19) a, = 2" 20) a, = na", a € R
21)an:n% 22) a, =n —n’sind
23) a, = (—1)" + &L 24) a, = Ya" +b" onde 0<a<b
25) an=(1-3)(1—-3) .. (1=5) 26)an=(1-2) (1 -5).(1-:)
1.3.5...(2n—1 "

27) an = 3 - 2.4.6.? (gn)) 28) an = {/n
29) a, = %, a €R 30) a, = 20 4 >0
31) a, = Vn! 32) ap, = {Ya, a>0

2
33) a,, = (=1)" 34) a, = ()"

n
35) an = (2£2)V" 36) an = (225
n

37) an = (243)" (3)" 38) an = (1+ %)"

IV) Sejam (ap)nen € (bp)nen sequéncias numéricas. Decida se cada afirmacao abaixo é verdadeira ou falsa.
Justifique sua resposta.



(1) Se an — a entao |ay| — |a.

(2) Se |ap| — |a| entao a, — a.

(3) Se a, > a e a, <0 entao a < 0.

(4) Se a, — a e a, > 0 entdao a > 0.

(5) Se a, = a e (by)nen ndo converge entao (a, + by )nen Na0 converge.
(6) Se (an)nen € (bn)nen nao convergem entao (a, + by)neny ndo converge.
(7) Se ay, - by, — d entao (an)nen € (bn)nen convergem.
(8) Se ay, - by, — 0 entdo ou a, — 0 ou b, — 0.

V) 1) Sejam ACRe f: A— A uma funcdo continua em A e a € A. Seja (a,)neny uma sequéncia definida
por: ag € A e apy1 = f(ay), para todo n > 0 e suponha que (a,), converge para a. Prove que f(a) = a.

2) Considere a sequéncia a; = V2, as = V/2v2, az = \/2v/2V/2, .... Verifique que a sequéncia é crescente

e limitada superiormente por 2 e calcule seu limite.

3) Seja a sequéncia definida por recorréncia da seguinte forma: x1 = /2 e 41 = /2 + @p, paran € N,
com n > 2. Mostre que a sequéncia é limitada e crescente. Obtenha o seu limite.

4) (i) Diz-se que um ponto B de um segmento OA divide este segmento na razio durea se 8—2 = %.

(Diz-se também que B divide o segmento OA em média e extrema razdo) Denota-se por ¢ a razao 8—;.
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Mostre que ¢ ¢ a raiz positiva da equacao z° — x — 1 = 0, chamado numero de ouro.

(ii) (Sequéncia de Fibonacci). Considere a sequéncia dada por fo = f1 = 1 e f, = fn—2 + fn_1, Para

n > 2. Prove que a sequéncia x,, = / }“ converge e que seu limite é ¢ .
n

5) Considere a sequéncia (z—z)neN, talquepy =q1 =1le,paran > 2, pp = pn-1+2¢n-1 € Gn = Pn—1+qn_1-

Prove que a sequéncia é convergente e que lim % =2.
n—oo 1n

VI) Verifique a convergéncia ou divergéncia das seguintes sequéncias.

1 "1 "1
Den=2_ 1 D=2 D=2 oy
r=1 r=1 r=3
2.4.6....(2n) _ 135..(2n—1) 1 24.6..(2n)

V=135 21 V% a6 V%" 0 185.00-1)

VII) Expresse as seguintes representacoes decimais como quociente de 2 inteiros

1) 1,29 2) 0, 3T17.
VIII) Seja (ay) uma sequéncia qualquer dos digitos 0,1,2,...,9. Mostre que a série
al a9 Ay,
10 + 100 + ...+ Ton + ...

é convergente.

IX) Seja (an) uma sequéncia de nimeros positivos tal que ) a,, diverge. Mostre que ) 9= — também diverge.
oo o0

X) Se > ap =s, calcule Y (an + ant1).
n=1 n=1

XI) Decida se cada uma das séries abaixo é convergente. Se possivel, calcule sua soma.



o9 — °
1
1) Z(mwzn) 2) Y (~DF 15 para0<t<1l 3)Y w'(l+u") para ful <1

n=0 k=0 n=0
4) z%x” cos (?) para |z| <1 5) z;) sin”"z para |z| <% 6) zjl (Z; j)
n= n= n= Jj=

7) ZICOS (n;) Z er\f 92 sir]jk
10) icos <i> 11) i W

k=1

XII) E convergente ou divergente? Justifique.

[e'¢) co 1 00
arctg n en 2"
2 3 — 4 —,A>0
03 PN g e
(2n)! . Inn =1

(n!)? n 7)ZW Z\/n3+3 \/n3+5

=2
1 = 1 Inn s Inn
1— — 1 11 — 12 —
9) < cos n> 0) 32 (nn) ) ngz o ) nEQ P >0
13) §Oo:1 1+2),p>0 14) EOOj Vi (LY s EOO: m ) EOO nie”
n — n In
n=2 k)’ : n=2 n n=1 ' n=1 nt
00 1 oo n? oo 3
ek n n
1 — 1 " 1
DI 93 5 (751) 19X map
k=1 n=1 n=1
XIII) Decidir se a série converge absolutamente, condicionalmente ou diverge.
> 1 2 (=1t > 2n? 4+ 1 >
S (- — Y BV 53 e Ny
) n=1 ( ) \/ﬁ ) n=1 n% ) n=1 ( ) n’ +3 n=2
> Inn = (=) > Vn > )2 1
E -1y — § E —1)" E /‘ n+41
5) n=2 ( ) n 6) n=2 n(ln n)2 7) n=2 ( ) Inn n=1 \/>
N " > Inn > Llnn
9) nE:1 (—1) Sin ﬁ7 D >0 10) nEZQ n2 11) nE:1 (—1) ﬁ
XIV) Verifique as relagdes 1) e 2) abaixo e use-as para calcular as somas 3) - 7):
1) Y [f(n+1)— f(n)] = li_>m f(n) — f(1), se o limite existir.
n=1 n—oo

o
113

[f(n+1)— f(n—1)] = lim [f(n)+ f(n+1)] — f(0) — f(1), se o limite existir.

n=1 N0
3) n§1 <% — %H) 4) ngl(—l)”ln (n%) 5) 721 [sm( ) sin <n+1)}
6) > i N X w22

1

3
Il
—

n

XV) Determine os valores de = € R para os quais as séries convergem.

0o 00 0o 00

1) Y a®(1+2")  2) > a"cos (%) 3) (1) 4) Y nlan
n=1 n=1 n=2 n=1
00 00 . 00

5) Z (xn + ﬁ) 6) Z (_l)n—i-le—n sinx 7) Z (iﬁt)ﬂx
n=1 n=0 n=0

XVI) Determine o intervalo maximo de convergéncia de cada uma das séries de poténcias abaixo:



a) gﬁw” b) n;n! "

0y o 0y
DI HE A D 3 S
DY G 0 Y e

m) g:l 2" n) ni::l n% "

XVII) Obtenha o raio de convergéncia para as séries seguintes.

[e.e]

VI

2n

ZQn

2n (2n)!

(n!)?

[ee]
0 > "

n=1

XVIII) Determine o intervalo de convergéncia de:

n

V2 @ (o

i (x+1)"

an + b’
n=1

e)

XIX) Usando derivagao e integracao termo a termo, se necessario, determine as expansoes em séries de
poténcias em torno de xzg = 0 das seguintes funcbes e os valores de x para os quais essas expansoes

sao validas:

3n+2
5n+7

X

b)g(

comb>a>0.

1 1 1 2x
a) Y b) arctg(2z) c) (e d) e e) 1ot
1 x . Tt
fyInl1+2z) g)In (1 n 3302) h) FE— i) /0 mdt
XX) Verifique que
142 0 p2n+1 00 a2
a) ln<1_x>—21;)2n+1, lz] <1 b) arctg:v—;(—l) 1
RESPOSTAS
(I11)

1) converge para 1 2) diverge 3) diverge
4) converge para 2 5) converge para 0 6) converge para 1
7) converge para 0 8) converge para 1 9) converge para %
10) converge para % 11) converge para 0 12) a, e ¢, divergem ; b, — 0
13) converge para % 14) converge para 0 15) converge para 1
16) converge para 0 17) converge para 0 18) converge para e
19) converge para 0  20) converge para 0 se |a] <1 21) converge para 0
22) converge para 0 23) diverge 24) converge para b
25) converge para 0  26) converge para % 27) converge para 0
28) converge para 1 29) converge para 0, « € R 30) converge para 0
31) diverge 32) converge para 1 33) 1/e
34) diverge 35) 1 36) 0
37) exp(22/15) 38) 1

|
n=1

o < 1.



I) 1) converge, 2) converge para :11, 3) diverge, 4) diverge (Dica: calcular Ina,), 5) converge para 0

vV
(Dica: calcular Ina,,). 6) converge para 0.
(X

I) 1) diverge, 2) 3) 2% 4)

T 5) L, 6) diverge, 7) diverge, 8) diverge, 9) diverge, 10)
diverge, 11) diverge.

1—sin® z’

1
1+\[a 1+x27

(XII) 1) diverge, 2) converge, 3) converge, 4) converge, 5) diverge, 6) diverge, 7) converge, 8) converge,
9) converge, 10) converge, 11) converge, 12) converge se p > 1 e diverge se p < 1, 13) converge se p > 1 e
diverge se p < 1, 14) diverge, 15) diverge, 16) diverge, 17) converge, 18) diverge, 19) diverge.

(XIII) 1) converge condicionalmente, 2) converge absolutamente, 3) converge condicionalmente, 4) converge
condicionalmente, 5) converge condicionalmente, 6) converge absolutamente, 7) diverge, 8) diverge, 9)
converge absolutamente se p > 1 e converge condicionalmente se p < 1, 10) converge absolutamente, 11)

converge condicionamente.
(XIV) 3) 1; 4)In2; 5)sin(l) 6) converge para 1; 7) converge para k,(k 0

XV) 1) {zx eR: 2| <1}, 2) {x e R:|z| < 1}, ) {reR:x>1}, 4) {z =0},
5) {reR:1/2 < |z <1}, 6) {reR:2kr <z < (2k+ 1), keZ}, N {zxeR:|z| <1}

(XVD) a)|-4,4f b) {0} o) L1 d) {0} ©]2.8; §[-20; gR 1)]0,2f1)]-3-e 3+l
D24 1266 D11 m)]-11f  n) [-4/3,4/3]

(XVII) a) R=1/4; Db)R=1/2; ¢)R=1; d)R=e¢ e R=e; f)R=1
(XVIID) a) ] —1,1[; b)]—5/3,5/3[; ¢)]—3/2,3/2; d)[-1,1[; e)]—-b—1b—1].
(

(8) T02o(~1)" %, —5 <z <5 (b) Yoo SHi e, —1/2< e < 1/2
(€) X (=) (n+ 1)z, —l <z <1 (d) 320,00 o0 g <4<

() 2 (2 (—)matntl)  —l <z <1 (F) o, EU g cp <

n= n=1 n

() Lo Gl o, A<esd I, (HEE)en Fee<y

() T2, C0 ot 1 < p <



